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ANALIZA FUNKCJONALNA I TOPOLOGIA

Lista 4 - Twierdzenie Baire’a

. Uzasadni¢, ze zbior Cantora jest zbiorem nigdziegestym w (R,7) z topologia

zadang przez zwykta metryke.

Uzasadni¢, ze kazda prosta jest zbiorem nigdziegestym w (R% T) z topologia
zadana przez metryke Euklidesowa.

Uzasadni¢, ze skoniczenie wymiarowa wlasciwa podprzestrzen liniowa unormowanej
przestrzeni liniowej X jest zbiorem nigdziegestym w X.

Uzasadnié¢, ze domknieta wtasciwa podprzestrzen liniowa unormowanej przestrzeni
liniowej X jest zbiorem nigdziegestym w X.

Pokazaé, ze jezeli A, B sa zbiorami nigdziegestymi w przestrzeni topologicznej
(X,T), to AU B jest takze zbiorem nigdziegestym w (X,7). Wywnioskowa¢
twierdzenie dla skoriczonych sum. Czy jest prawdziwe analogiczne twierdzenie
dla przeliczalnych sum?

Uzasadnié, ze zbior otwarty A jest gesty w przestrzeni topologicznej (X, T) wtedy
i tylko wtedy gdy X \ A jest domkniety i nigdziegesty w (X, T).

Niech A bedzie domknietym podzbiorem w unormowanej przestrzeni liniowej X.
Uzasadnic¢, ze A jest nigdziegesty w X wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego x € A
i kazdego € > 0 istnieje y ¢ A, taki ze ||z — y||<e.

Pokazaé, ze jesli A jest zbiorem pierwszej kategorii w przestrzeni topologicznej
(X,T) oraz B C A, to B jest takze zbiorem pierwszej kategorii w (X, T).

Pokazac, ze przeliczalna suma podzbioréw pierwszej kategorii w przestrzeni topo-
logicznej (X, T) jest zbiorem pierwszej kategorii w (X, 7).

Uzasadnié¢, ze zbiér wielomianéw jest zbiorem pierwszej kategorii w unormowanej
przestrzeni liniowej C[0, 1] (z norma supremum).

Korzystajac z Twierdzenia Baire’a, uzasadnic, ze dopelnienie A€ zbioru pierwszej
kategorii A w zupelnej przestrzeni metrycznej X jest zbiorem drugiej kategorii.

Korzystajac z Twierdzenia Baire’a, uzasadni¢, ze nieskonczenie wymiarowa prze-
strzenn Banacha nie ma przeliczalnej bazy algebraiczne;j.

Korzystajac z Twierdzenia Baire’a pokazacé, ze zupelna przestrzen metryczna X
b
jest przestrzeniag Baire’a, co oznacza, ze jezeli zbior G jest postaci

G = ﬁ G
n=1

gdzie kazdy G, jest otwarty i gesty w X, to GG jest gesty w X. Jest to twierdzenie,
ktore uznaje sie takze za jedna z wersji twierdzenia Baire’a.
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